Der Haufigkeitsdoppelbaum als didaktisch hilfreiches Werkzeug
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Zusammenfassung: Von der Unterstufe bis zum
Abitur werden Schiilerinnen und Schiiler mit ver-
schiedensten Aufgaben zu Personen (oder allgemein
zu Objekten) mit zwei Merkmalen, die je zwei Ausprd-
gungen haben, konfrontiert. Der vorliegende Beitrag
zeigt, wie ,, Hiaufigkeitsdoppelbdume * als hilfreiches
Werkzeug zum Verstdndnis von Anteilswerten (in der
Unterstufe) und bedingten Wahrscheinlichkeiten (in
der Oberstufe) eingesetzt werden konnen und wie
eine schrittweise Einfiihrung des Hdufigkeitsdoppel-
baumes gelingen kann. Die Ausfiihrungen basieren
auf einer Lehrerfortbildung, die im Februar 2017 an
der Universitdt Regensburg stattgefunden hat.

1 Einleitung

Im schulischen Stochastikunterricht sind Aufgaben
weit verbreitet, in denen fiir eine Gruppe von Ob-
jekten (meist: Personen) zwei Merkmale spezifiziert
werden, die jeweils zwei Auspragungen haben (z. B.
Jungen vs. Méddchen und Brillentrager vs. nicht Bril-
lentrager). Abbildung 1 illustriert solche Aufgaben,
die von der Unterstufe (mit Anteilen) bis zum Abitur
(mit bedingten Wahrscheinlichkeiten) behandelt wer-
den. Der vorliegende Beitrag verfolgt vier Ziele:

1. Die Rekapitulation bekannter und erfolgreicher
Losungsstrategien fiir Aufgaben dieser Art: a)
Haufigkeitskonzept und b) Visualisierung.

2. Die Vorstellung des ,,Haufigkeitsbaumes* so-
wie dessen Ergdnzung zum ,,Haufigkeitsdop-
pelbaum® (vgl. Wassner, Martignon & Biehler,
2004).

3. Eine intuitive Schritt-fiir-Schritt-Anleitung zur
Erstellung und Komplettierung eines solchen
Haufigkeitsdoppelbaumes als explizite Losungs-
strategie fiir solche Aufgaben (vgl. Abb. 1).

4. Die Illustration, dass zahlreiche Aufgaben aus
der Unterstufe, der Mittelstufe und sogar aus
dem Abitur mithilfe dieser Schritte auf einfache
Weise gelost werden konnen.

Die Innovation des vorliegenden Artikels liegt vor
allem in der Aufsplittung in einzelne, fiir Schiiler in-
tuitiv verstdndliche Schritte sowie in der Diskussion
der universellen Anwendbarkeit des vorgeschlage-
nen didaktischen Verfahrens fiir eine gro3e Klasse an
Aufgaben, die sich iiber die gesamte Sekundarstufe
erstrecken.

Die Betrachtung von Situationen mit zwei Merkma-
len, die jeweils zwei Auspragungen haben konnen,
erfolgt schulisch spitestens ab der Unterstufe und
zieht sich iiber die Mittelstufe bis zur Einfiihrung
bedingter Wahrscheinlichkeiten und der Behandlung
entsprechender Aufgaben im Abitur durch. So be-
steht beispielsweise eine Schulklasse aus Médchen
und Jungen (Merkmal 1), die entweder Mitglied
in einem Sportverein sind oder nicht (Merkmal 2).
Sogar in der Grundschule kénnen bereits vergleich-
bare Situationen behandelt werden, beispielsweise
enaktiv mithilfe von Steckwiirfeln (Martignon &
Kurz-Milcke, 2006). In der Unterstufe werden dann
in der Regel weitere derartige Aufgaben gestellt, um
Fragen nach Anteilswerten zu beantworten wie z. B.
,,Wie viel Prozent der Madchen sind in einem Sport-
verein?*. All diese Aufgaben bereiten bereits auf den
Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit vor, der in
der Regel in der gymnasialen Mittel- und Oberstu-
fe unterrichtet wird. Eine Spielart bedingter Wahr-
scheinlichkeiten stellen sogenannte ,,Bayesianische
Aufgaben dar. Bayesianische Aufgabenstellungen
konnen fiir verschiedene Berufsfelder relevant sein,
wie beispielsweise Medizin oder Jura, und fiihren
dort regelméBig zu Trugschliissen mit teils fatalen
Konsequenzen (z.B. Stine, 1996). Aufgrund der
Relevanz Bayesianischen Denkens in menschlichen
Entscheidungsfindungsprozessen wurde diese The-
matik in der Kognitionspsychologie bereits ausfiihr-
lich untersucht. Dabei wurden auch Strategien vor-
geschlagen, die richtiges Urteilen unterstiitzen (z. B.
McDowell & Jacobs, im Druck).

Klassischerweise werden derartige Trugschliisse an-
hand der beriihmten ,,Mammographie-Aufgabe* il-
lustriert:

Mammographie-Aufgabe
(Wahrscheinlichkeitsversion)

Stellen Sie sich eine Frau vor, die am Routi-
ne-Screening fiir die Friiherkennung von Brustkrebs
teilnimmt. In ihrer Altersklasse liegt die Wahrschein-
lichkeit einer Brustkrebserkrankung bei 1 %. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine an Brustkrebs erkrank-
te Frau ein positives Mammogramm erhdlt, liegt bei
80 %. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine vollig ge-
sunde Frau ein positives Mammogramm erhdlt, liegt
bei 9,6 %. Wie wahrscheinlich ist es nun, dass die
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Abb.

1: Typische Aufgaben zu zwei Merkmalen mit je zwei moglichen Auspriagungen aus der Unter-

stufe (aus Lambacher Schweizer 6 Mathematik fiir Gymnasien — Bayern) und dem Abitur (ISB Bayern,

o0.D.).

Frau tatsdichlich an Brustkrebs erkrankt ist, wenn sie
ein positives Mammogramm erhalten hat?

Selbst die meisten Arzte sind nicht in der Lage, die
statistischen Informationen addquat miteinander zu
verkniipfen (die richtige Antwort lautet 7,8 %), und
scheitern bei der Beantwortung dieser Frage (Eddy,
1982).

Da der Umgang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
fiir verschiedene Berufsgruppen eine wesentliche
Grundlage darstellt, ist eine verstidndliche und frithe
Beschéftigung mit solchen Situationen wichtig (fiir
ein Beispiel aus dem juristischen Kontext sieche z. B.
Krauss & Bruckmaier, 2014).

2 Absolute Haufigkeiten und
Haufigkeitsbaume

Im vorliegenden Beitrag werden vor allem zwei
Strategien fokussiert, die hilfreich im Umgang mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten sind: Absolute
Haufigkeiten und die Visualisierung dieser absolu-
ten Haufigkeiten in den Knoten eines ,,Haufigkeits-
baumes*. Weitere denkbare Strategien sind z. B.
die Visualisierung durch Einheitsquadrate (Boche-
rer-Linder & Eichler, 2017), ikonische Darstellun-
gen (Brase, 2014), Mengendiagramme (Micallef et
al., 2012) oder der Einsatz der Software Tinkerplots
(Frischemeier, 2017). Nun soll erneut die Situation
im Mammographie-Problem betrachtet werden. Die
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Kognitionspsychologen Gigerenzer und Hoffrage
(1995) konnten zeigen, dass Menschen statistische
Informationen in Bayesianischen Aufgaben besser
verstehen, wenn diese nicht als Wahrscheinlichkeiten
oder in Prozent, sondern mithilfe von absoluten Hau-
figkeiten verdeutlicht werden (fiir die erste Adaption
fiir die Didaktik siehe Krauss, 2003). Die Mammo-
graphie-Aufgabe lautet in diesem Fall:

Mammographie-Aufgabe
(Haufigkeitsversion)

Von 10.000 Frauen sind 100 an Brustkrebs erkrankt.
Von diesen 100 erkrankten Frauen erhalten 80 ein po-
sitives Mammogramm. Von den restlichen 9.900 véllig
gesunden Frauen erhalten 950 ein positives Mammo-
gramm. Wie viele der Frauen mit positivem Mammo-
gramm sind tatsdchlich an Brustkrebs erkrankt?

Deutlich mehr Menschen sind nun in der Lage, die
Frage korrekt zu beantworten: Insgesamt erhalten
80 +950=1.030 Frauen ein positives Mammo-
gramm. Aber nur 80 von 1.030 Frauen mit positi-
vem Mammogramm sind tatséchlich an Brustkrebs
erkrankt. Ausdriicke der Art ,,3 von 5 werden von
Psychologen auch ,natilirliche Héufigkeiten™ ge-
nannt. Die Ubersetzung statistischer Informationen
von Wahrscheinlichkeiten in Héufigkeiten ist mitt-
lerweile in der Didaktik der Stochastik weit ver-
breitet (Eichler & Vogel, 2009; Engel & Martignon,
2015; Wassner et al., 2004). Fiir weitere numerische
Darstellungsarten statistischer Informationen siehe
Bruckmaier et al. (2016).
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Abb. 2: Haufigkeitsbaum zur Mammographie-Auf-
gabe

Eine Visualisierung der Situation mithilfe eines
Baumdiagramms mit absoluten Haufigkeiten (Abb. 2)
kann die Losungsfindung zusétzlich unterstiitzen. Al-
lerdings ist nicht jede Visualisierung gleichermaf3en
hilfreich. Im schulischen Stochastikunterricht wer-
den héufig Vierfeldertafeln und Baumdiagramme mit
Wahrscheinlichkeiten an den Asten eingesetzt, um
Sachverhalte mit zwei dichotomen Merkmalen zu be-
leuchten. Binder et al. (2015) stellten in einer Untersu-
chung mit Schiilerinnen und Schiilern der 11. Klasse
jedoch fest, dass diese Wahrscheinlichkeitsvisualisie-
rungen die Losungsfindung bei Bayesianischen Auf-
gaben kaum unterstiitzen, wihrend Vierfeldertafeln
und Baumdiagramme mit absoluten Héufigkeiten fiir
die Schiilerinnen und Schiiler &ufert hilfreich sind.

Grundsitzlich konnen sowohl Vierfeldertafeln als
auch Baumdiagramme mit Wahrscheinlichkeiten
oder mit absoluten Héufigkeiten ausgefiillt werden
(siche Abbildung 3). Erstaunlicherweise finden aus-
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Abb. 3: Vier verschiedene Visualisierungen fur das Mammographie-Problem.




gerechnet die Baumdiagramme mit absoluten Haufig-
keiten in den Knoten (Abb. 3 rechts unten) schulisch
bislang kaum Beachtung. Der Vorteil von Baumdia-
grammen gegeniiber Vierfeldertafeln ist, dass sogar
gleichzeitig absolute und relative Haufigkeiten in
einem Diagramm dargestellt werden konnen, wie in
den spiteren Ausfithrungen noch ersichtlich wird.

Uberdies fillt auf, dass in den Wahrscheinlichkeitsvi-
sualisierungen die Zahlen in der Vierfeldertafel nicht
mit den Zahlen im Baumdiagramm iibereinstimmen.
Wihrend in der Vierfeldertafel die Wahrscheinlich-
keiten von Konjunktionen dargestellt werden, enthélt
das Baumdiagramm bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Anders verhélt es sich aber bei den Haufigkeitsvisua-
lisierungen: Die vier absoluten Zahlen im Inneren der
Vierfeldertafel entsprechen tatsdchlich den Zahlen in
der untersten Ebene des Haufigkeitsbaumes.

Haufigkeitsbdume lassen sich noch zu ,,Haufigkeits-
doppelbdaumen® erweitern, die beide Leserichtun-
gen gleichermaflen darstellen (Wassner et al., 2007;
Abb. 4). Wir behaupten, dass mithilfe dieser Struktur
nicht nur Bayesianische Aufgaben, sondern eine grof3e
Klasse von Aufgaben zu zwei Merkmalen mit je zwei
Merkmalsauspriagungen dargestellt und einfach geldst
werden kénnen, wie z. B. Anteilsfragen (Unterstufe)
oder Fragen zu bedingten Wahrscheinlichkeiten oder
Schnittwahrscheinlichkeiten (Mittel- und Oberstufe).
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Abb. 4: Haufigkeitsdoppelbaum zum Mammogra-
phie-Problem

3 In sechs Schritten einen
Haufigkeitsdoppelbaum erstellen

Nachfolgend sollen sechs Schritte vorgestellt wer-
den, mit denen fiir Situationen zu zwei Merkmalen
schnell und einfach ein Héufigkeitsdoppelbaum er-

stellt werden kann. Sobald der Haufigkeitsdoppel-
baum gezeichnet wurde, ldsst sich jede beliebige Fra-
gestellung einfach aus dem Baumdiagramm ablesen.
Haben Schiilerinnen und Schiiler zwei oder drei Auf-
gaben mithilfe eines Héaufigkeitsdoppelbaums geldst,
konnen sie diese Struktur problemlos auf weitere
Aufgaben iibertragen.

Die sechs Schritte werden im Folgenden anhand der
Wahrscheinlichkeitsversion des Mammographie-Pro-
blems illustriert. Thr entscheidender Vorteil besteht
darin, dass sie sich nicht nur fiir Bayesianische Aufga-
benstellungen eignen, sondern auch zahlreiche weite-
re Aufgaben aus der Unter-, Mittel- und Oberstufe in
genau dieser Weise gelost werden konnen. Das bedeu-
tet, dass der Haufigkeitsdoppelbaum also iiber die ge-
samte Schulzeit nicht mehr modifiziert werden muss.

Schritt 1 — Zeichnen der Struktur

Der erste Schritt besteht immer aus der Zeichnung
der leeren Struktur eines Haufigkeitsdoppelbaumes
(Abb. 5).
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Schritt 2 — Beschriftung des
Baumdiagramms

Im zweiten Schritt erfolgt eine Beschriftung des
Baumdiagramms (Abb. 6). Hierzu ist noch keine Be-
achtung der Fragestellung erforderlich.
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Abb. 6: Beschriftete Struktur eines Haufigkeitsdop-
pelbaumes




Neben dem obersten und untersten Knoten des Baum-
diagramms wird der Begriff , Frauen“ (allgemein:
die Personen oder Objekte, die die beiden Merkmale
aufweisen) notiert. In der zweiten und vierten Ebene
finden nun die beiden betrachteten Merkmale Platz:
In diesem Fall der Erkrankungsstand (Brustkrebs vs.
kein Brustkrebs) und das Testergebnis der Mammo-
graphie (Test + vs. Test —).

Es ist hierbei nicht von Belang, in welche der bei-
den Ebenen 2 und 4 welches der beiden Merkmale
eingetragen wird, da nach der Ausfiihrung séamtlicher
Schritte ein Haufigkeitsdoppelbaum entstanden sein
wird, der beide Leserichtungen gleichermafen er-
moglicht. Ein grundlegendes Problem bei der eigen-
staindigen Konstruktion von Baumdiagrammen ist
hiufig, dass Schiilerinnen und Schiiler nicht wissen,
welche Ebene sie im Baumdiagramm zuerst zeichnen
miissen. Dieses Problem gibt es bei der Zeichnung
eines Haufigkeitsdoppelbaumes nicht mehr.

In der mittleren Ebene werden die vier Schnittmengen
dargestellt. Der Knoten ganz links in der mittleren
Ebene steht demnach fir alle Frauen, die an Brust-
krebs erkrankt sind und ein positives Testergebnis
erhalten. Aus Platzgriinden wird jedoch auf eine aus-
fiihrliche Beschriftung der mittleren Ebene verzich-
tet. Mit ein wenig Ubung konnen die Schiilerinnen
und Schiiler schnell erkennen, welche Teilmengen
jeweils in der mittleren Ebene beschrieben werden.

Schritt 3 — Eintragen aller Informationen
aus der Aufgabe

Im néchsten Schritt werden alle statistischen Infor-
mationen, die in der Aufgabe gegeben sind, in das
Baumdiagramm eingetragen (Abb. 7).
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Abb. 7: Haufigkeitsdoppelbaum mit allen Informati-
onen aus der gegebenen Aufgabenstellung

Die erste statistische Information aus der Aufgaben-
stellung lautet, dass 1 % der Frauen an Brustkrebs er-
krankt ist. Diese Wahrscheinlichkeit wird nun an den
passenden Ast geschrieben. Die zweite statistische
Information wird in der Unterstufe z. B. als Anteil,

in der Oberstufe oft als bedingte Wahrscheinlichkeit
angegeben: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Test po-
sitiv wird, wenn die Frau erkrankt ist, liegt bei 80 %.
Auch fiir diese Information wird nun der passende
Ast ausgesucht und die Wahrscheinlichkeitsinfor-
mation an diesen Ast geschrieben. Schlielich folgt
die Information dariiber, dass die Wahrscheinlichkeit
eines positiven Tests bei einer gesunden Person bei
9,6 % liegt. Auch diese Information wird im Baum-
diagramm an die passende Stelle geschrieben, bevor
zum néchsten Schritt tibergegangen wird.

Schritt 4 — Wahl einer (imaginaren)
Grundgesamtheit

Da empirische Studien vielfach zeigen konnten, dass
statistische Informationen besser verstanden werden,
wenn man sich dahinter konkrete Personen vorstellen
kann, die jeweils als Merkmalstriger betrachtet wer-
den konnen, wird nun eine ,,imaginére Grundgesamt-
heit* gewihlt, die oben und unten im Doppelbaum
eingetragen wird (Abb. 8).
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Abb. 8: Haufigkeitsdoppelbaum mit einer imagina-
ren Grundgesamtheit von 10.000 Frauen

Dieser Schritt ist der eigentliche Kniff, da Anzahlen
»Zganzer Menschen™ wesentlich intuitiver sind als
Wabhrscheinlichkeitsinformationen. Sind in der Auf-
gabe bereits absolute Haufigkeiten gegeben, kann
man hier mit dem Ldsungsalgorithmus beginnen. So
lassen sich Ebene fiir Ebene bequem die Knoten des
Baumes mit ganzen Zahlen fiillen.

Oft ist es zielfithrend, von einer Grundgesamtheit von
1.000 oder 10.000 Personen (oder Objekten) auszuge-
hen. Kommen in der Aufgabenstellung sehr grofle oder
sehr kleine Prozentzahlen vor (die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Person HIV-infiziert ist, liegt z. B. bei
0,01 %), so miissen oftmals sehr groBe Grundgesamt-
heiten gewihlt werden. Nach einer kurzen Eintibungs-
phase entwickeln Schiilerinnen und Schiiler ein Gefiihl
dafiir, wie eine geeignete GroBe fiir die Grundgesamt-
heit gewéhlt werden kann. Wird die Grundgesamtheit
im ersten Moment zu klein gewéhlt, kann diese einfach
durch das Anhéngen von Nullen vergrofert werden.




Sind die Wahrscheinlichkeiten als gewo6hnliche (ma-
ximal gekiirzte) Briiche gegeben, also beispielswei-
se P (Brustkrebs) = 1/3 und P, .« (Test positiv) =
4/5, so muss die Gesamtzahl an Personen durch das
Produkt 3 - 5 teilbar sein (diese Bedingung muss fiir
beide Seiten des Baumes erfiillt sein). Dabei ist zu
beachten, dass eine Hauptnennerbildung nicht immer
ausreicht, denn z. B. mit P (kein Brustkrebs) = 2/3
und P prusiees (€St positiv) = 1/6 muss die Grund-
gesamtheit tatséchlich durch 18 (und nicht nur durch
6) geteilt werden. Somit kann es gelegentlich auch
vorkommen, dass 300 (oder 7.000 etc.) Personen als
Grundgesamtheit gewdhlt werden miissen, um in der
mittleren Ebene ganze Zahlen zu erhalten.

Schritt 5 — Bestimmung der absoluten
Haufigkeiten fiir die Teilmengen

Nun liegt eine konkrete Grundgesamtheit von Frauen
vor, auf die alle statistischen Informationen aus der
Aufgabenstellung bezogen werden konnen.

Wenn von 10.000 Frauen 1 % an Brustkrebs erkrankt
sind, bedeutet das, dass in dieser Grundgesamtheit
100 Frauen Brustkrebs haben (Abb. 9).
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Abb. 9: Ubersetzen der Wahrscheinlichkeiten in ab-
solute Haufigkeiten

Daraus folgt durch eine einfache Subtraktion un-
mittelbar, dass 9.900 Frauen nicht an Brustkrebs er-
krankt sind. Diese beiden Zahlen werden nun in die
entsprechenden Knoten eingetragen.

Weiter gilt: Wenn nun 80 % der an Brustkrebs erkrank-
ten Frauen ein positives Mammogramm erhalten, dann
bedeutet dies, dass von den 100 Frauen mit Brustkrebs
80 ein positives Testergebnis erhalten (Abb. 10).

Auch hier kann aufgrund der einfachen additiven
Strukturen bereits im Knoten daneben erginzt wer-
den, dass es dementsprechend 20 Frauen gibt, die
trotz Brustkrebs ein negatives Testergebnis erhalten.

Wenn die Wahrscheinlichkeit eines positiven Test-
ergebnisses fiir eine gesunde Frau bei 9,6 % liegt,
dann heifit das weiterhin, dass in diesem Fall 950 von
9.900 gesunden Frauen ein positives Testergebnis

erhalten (Abb. 11). Dementsprechend muss es 8.950
gesunde Frauen mit negativem Testergebnis geben.

Auch die nun noch fehlenden Werte lassen sich be-
quem im Baumdiagramm ergédnzen. Die Gesamtan-
zahl der Frauen mit positivem Test ergibt sich aus den
80 kranken und den 950 gesunden Frauen, die ein po-
sitives Testergebnis erhalten haben: Dies sind insge-
samt 1.030 Frauen mit positivem Test. Auf die gleiche
Weise kann man sehen, dass es insgesamt 8.970 Frau-
en mit einem negativen Testergebnis gibt (Abb. 12).

Diese ,,Komplettierung™ des Héufigkeitsdoppelbau-
mes gelingt bei einer groflen Klasse von verschiede-
nen Aufgabenstellungen, auch wenn es sich gar nicht
um Bayesianische Aufgaben handelt. Gelegentlich
muss hierbei anstelle einer bestimmten Zahl auch
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Abb. 10: Ubersetzen der Wahrscheinlichkeiten in
absolute Haufigkeiten
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Abb. 11: Ergénzen der noch fehlenden Knoten Uber
einfache additive Strukturen
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Abb. 12: Vollstandig ausgefillter Haufigkeitsdoppel-
baum




eine Variable verwendet werden, aber selbst dann ist
die Losung auf Basis dieser Komplettierung oftmals
mit Wissen aus der Unterstufe moglich (ndmlich mit
Bruchrechnung, der Grundgleichung der Prozent-
rechnung und dem Ld&sen einfacher Gleichungen).

Es sei angemerkt, dass die Aufteilung der Grund-
gesamtheit entsprechend der Wahrscheinlichkeiten
dabei idealisiert (d. h. als Erwartungswerte) erfolgt.
Unterrichtlich sollte hier an geeigneter Stelle die Va-
riabilitit der absoluten Zahlen in den Knoten beim
Aufteilen einer anderen imaginiren Grundgesamtheit
thematisiert werden.

Bei Bedarf konnten nun durch einfache Verhéltnis-
bildung zweier Knoten auch sémtliche an den Asten
noch fehlende bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Randwahrscheinlichkeiten ergédnzt werden, die bis-
lang noch nicht abgebildet sind.

Das Entscheidende dabei ist, dass sich ein Baum-
diagramm mit Wahrscheinlichkeiten nicht durch so
einfache Operationen komplettieren lasst: Hitte man
zum Beispiel im Baumdiagramm (Abb. 12) — wie in
der Schule iiblich — nur die drei relativen Haufigkeiten
an den Asten gegeben, konnte man beispielsweise die
Wahrscheinlichkeit P, (Brustkrebs) (in absoluten
Héufigkeiten einfach 80/1.030) nur mit hohem tech-
nischem Aufwand wie der Formel von Bayes oder den
Pfadregeln erhalten. Dies gilt auch fiir alle anderen
bedingten und unbedingten Wahrscheinlichkeiten im
unteren Teil eines ,,Wahrscheinlichkeitsdoppelbau-
mes“. Ein Doppelbaum nur mit Wahrscheinlichkeiten
lasst sich nicht durch einfache Additionen ergénzen,
eine Komplettierung ist hier nur mdglich durch eine
vorherige Berechnung von bedingten Wahrschein-
lichkeiten in traditioneller Weise oder — um es iiber-
spitzt zu sagen — wenn die Aufgabe bereits gelost ist.

Schritt 6 — Antworten ablesen

Nachdem nun ein vollstindiger Haufigkeitsdoppelbaum
entstanden ist, konnen die Antworten auf alle mogli-
chen Fragen bequem abgelesen werden (Abb. 13).

Kein
Brustkrebs

Schnitt-
mengen

Abb. 13: Ablesen der korrekten Lésung aus dem
Haufigkeitsdoppelbaum

Im klassischen Mammographie-Problem wird z. B.
die Frage nach der bedingten Wahrscheinlichkeit ge-
stellt, dass eine Frau tatsdchlich erkrankt ist, wenn
sie ein positives Testergebnis erhalten hat. Diese Fra-
ge ist aufgrund der erforderlichen ,,Inversion® von
Py(M+) auf P,,.(B) fiir Schiiler besonders herausfor-
dernd. Um diese Frage zu beantworten, kann man
die Schiiler zunéchst den passenden Ast und/oder die
zugehorigen Knoten des Baumdiagramms markieren
lassen. Die zugehorige Losung kann nun einfach ab-
gelesen werden: 80 von 1.030 Frauen mit positivem
Test sind tatsdchlich an Brustkrebs erkrankt.

Aber auch alle weiteren Fragen, die in der betrachteten
Situation interessant sein konnten, lassen sich direkt
ablesen. So sieht man beispielsweise, dass von 10.000
Frauen, die am Mammographie-Screening teilneh-
men, 8.970 ein negatives Mammogramm erhalten.
Eine interessante Frage ist hierbei z. B., wie wahr-
scheinlich es nun ist, dass die Frau tatséchlich gesund
ist, wenn sie ein negatives Testergebnis erhélt: 8.950
der 8.970 Frauen mit negativem Test sind tatséchlich
gesund, das entspricht etwa 99,8 % der Frauen.

Nach Komplettierung des Héufigkeitsdoppelbaumes
konnen an den acht von der mittleren Ebene (Schnitt-
mengen) ausgehenden Asten prinzipiell — und das
ganz ohne Pfadregeln oder den Satz von Bayes (!)
— alle acht in dieser Situation mdglichen bedingten
Wabhrscheinlichkeiten ganz bequem ergidnzt werden.

Selbst die Wahrscheinlichkeiten von Schnittmengen
konnen nun schnell und einfach (und ebenfalls ohne
Anwendung der Pfadregeln) aus dem Baumdiagramm
entnommen werden. So ist z. B. die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Frau keinen Brustkrebs hat und ein
positives Testergebnis erhilt: 950 von 10.000 (oder
9,5 %). Wahrscheinlichkeiten von Schnittmengen
konnen also durch ,,Uberspringen“ einer Ebene eben-
falls als einfache Verhiltnisse ,,abgelesen® werden.

4 Beispiele aus der Unterstufe
und der Mittelstufe

Die eben aufgefiihrten Schritte zeigen, dass zu zahl-
reichen Aufgaben zu bedingten Wahrscheinlichkeiten
oder Schnittwahrscheinlichkeiten, die in der gymna-
sialen Oberstufe und im Abitur oft gestellt werden,
ein Haufigkeitsdoppelbaum gezeichnet werden kann,
mit dem alle anfallenden Fragen beantwortet werden
konnen.

Abbildung 1 (linke Spalte) illustriert, dass der Héu-
figkeitsdoppelbaum aber bereits in der Unterstufe
zum Einsatz kommen kann. Dabei ist bemerkens-
wert, dass zahlreiche Aufgaben aus der Unter-, Mit-
tel- und Oberstufe nur sprachliche Unterschiede auf-




weisen. In der Unterstufe, wo den Schiilerinnen und
Schiilern der Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit noch nicht bekannt ist, wird — oft im Zusammen-
hang mit dem Prozentrechnen — die ,,Anteilssprache
fiir ansonsten zu manchen Oberstufenaufgaben vollig
strukturgleiche Aufgaben verwendet oder es werden
direkt absolute Héaufigkeiten kommuniziert.

Den Unterschied bei Aufgaben zu zwei Objekten
(Menschen) mit jeweils zwei Merkmalen zwischen
der Unter-, Mittel- und Oberstufe macht also oft nicht
die Struktur der Information oder der bendtigte Al-
gorithmus, sondern die Darstellung der statistischen
Informationen. Fiir alle statistischen Angaben in sol-
chen Aufgaben, aber auch fiir die Fragestellung gibt
es im Wesentlichen ,,drei isomorphe Gesichter®:

1. Wie viele der A sind B?
2. Wie hoch ist der Anteil der B unter den A?

3. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir B unter
der Bedingung A?

Alle beliebigen Fragen lassen sich jeweils auch ent-
sprechend auf die beiden anderen Arten formulie-
ren. Wiahrend Informationen und Fragestellungen
der Art 3 erst nach der Einfiihrung bedingter Wahr-
scheinlichkeiten zum Einsatz kommen konnen, sind
1 und 2 bereits in der Unterstufe mdglich. Es kom-
men aber auch in der Mittel- und Oberstufe sowie in
Abiturpriifungen Informationen der Art 1 und 2 vor.

Nachfolgende Aufgabe aus einem Schulbuch der
7. Klasse steht beispielhaft fiir Formulierungen in
der ,,Anteilssprache* (Abb. 14, Fokus Mathematik 7
— Gymnasium Bayern):

Am Beethoven-Gymnasium betrdgt der Anteil der
Mddchen 45 %. 28 % der Mddchen und 36 % der
Jungen kommen gewohnlich mit dem Rad zur Schu-
le. Welcher Prozentsatz aller Schiiler nimmt fiir den
Schulweg das Rad?

Folgendes Beispiel aus der 10. Klasse illustriert eine
Aufgabe in der Sprache der Wahrscheinlichkeiten
(Lambacher Schweizer 10, Mathematik fiir Gymna-
sien — Bayern):

Bei der Lehrkraft Miiller kommt es in der Klasse 10 A
in einer Unterrichtsstunde mit einer Wahrscheinlich-
keit von 25 % zu einer Unterrichtsstorung. Im Falle
einer Unterrichtsstorung erhoht sich der Blutdruck
der Lehrkraft mit 80 % Wahrscheinlichkeit. Jedoch
kommt es bei der Lehrkraft Miiller auch ohne Unter-
richtsstorung mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 %
zu erhéhtem Blutdruck. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit ist es in einer 10 A-Stunde laut und die Lehrkraft
hat erhohten Blutdruck?

5 Vorteile des
Haufigkeitsdoppelbaumes

Man konnte nun einwenden, dass durch den Ge-
brauch von absoluten Haufigkeiten das Wahrschein-
lichkeitskalkiil vernachléssigt wird. Folgte man die-
ser Logik, miissten aber auch alle Aufgaben zu mit
absoluten Héufigkeiten gefiillten Vierfeldertafeln
aus dem Curriculum entfernt werden. Interessant ist
demnach eher die Frage, welchen Vorteil der Haufig-
keitsdoppelbaum gegeniiber der Vierfeldertafel mit
absoluten Hdiufigkeiten hat.

In Haufigkeitsdoppelbdumen ist die hierarchische
Struktur der Daten besser abgebildet als in Vierfel-
dertafeln. Beide Richtungen der ,,sukzessiven Auf-
teilung* der Grundgesamtheit sind intuitiver sichtbar.
Dariiber hinaus lassen sich durch Lesen ,,von innen
nach auflen” alle (bedingten oder unbedingten) Wahr-
scheinlichkeiten ganz einfach ,,ablesen* und gegebe-
nenfalls sogar an den Pfaden bequem erginzen.

Zwar kann auch fiir eine Vierfeldertafel eine ,,imagi-
ndre* Grundgesamtheit gewihlt werden. Anders als
im Baumdiagramm lassen sich in einer Vierfeldertafel
allerdings nicht alle bedingten Wahrscheinlichkeiten
bequem ergidnzen. Wo beispielsweise sollte in Abbil-
dung 15 die Wahrscheinlichkeit P, ,...(ménnlich) =
20/50 eingetragen werden? Beim Doppelbaum gibt

Schiiler

Schnitt-
mengen

Schiiler

Abb. 14: Haufigkeitsdoppelbaum fir eine typische
Aufgabe aus der 7. Klasse

Wo trage ich die acht
bedingten Wahrschein-
lichkeiten ein?

Lehrkraft Schiiler

mannlich

weiblich

Abb. 15: In einer Vierfeldertafel mit absoluten Hau-
figkeiten gibt es keinen ,passenden Platz®, um die
acht bedingten Wahrscheinlichkeiten zu erganzen.




es fiir jede dieser bedingten Wahrscheinlichkeiten ei-
nen entsprechenden Ast.

Im Haufigkeitsdoppelbaum lassen sich Losungen zu
,Bayesianischen Aufgaben ,,auf der anderen Sei-
te” des Baumes ablesen. Wahrscheinlichkeiten von
Schnittmengen (z. B. eines Midchens, das mit dem
Rad zur Schule kommt) kénnen durch ,,Uberspringen
einer Ebene* ablesen werden (in diesem Fall 126 von
1.000). Fiir die Bestimmung von beliebigen Wahr-
scheinlichkeiten sind hierbei weder das Konzept der
bedingten Wahrscheinlichkeit noch die Pfadregeln
erforderlich.

Man beachte dariiber hinaus, dass in einer Vierfel-
dertafel mit relativen Héufigkeiten im Inneren aus-
schlieflich Wahrscheinlichkeiten von Schnittmengen
eingetragen sind, ganz im Gegensatz zum Baumdia-
gramm mit Wahrscheinlichkeiten, an dessen unteren
Asten gerade bedingte Wahrscheinlichkeiten stehen.
Dies hat zur Folge, dass die Vierfeldertafel prinzipi-
ell ein weniger michtiges didaktisches Werkzeug zur
Visualisierung bedingter Wahrscheinlichkeiten ist als
ein Baumdiagramm. Die Strategie zur Losung von
Aufgaben ist ndmlich jeweils identisch fiir beide Ar-
ten von Vierfeldertafeln: Die zwei zu einer Antwort
gehorigen Zellen miissen in beiden Féllen auf die je-
weils selbe Weise dividiert werden. Dies wird auch
klar, wenn man die absoluten Héufigkeiten in obiger
Vierfeldertafel (Abb. 15) durch relative Haufigkeiten
ersetzt: Innen wiirden dann beispielsweise die Zahlen
,»0,02% ,,0,57%;,,0,03* bzw. ,,0,38 stehen (also abge-
sehen von einer Normierung auf 1 bzw. 100 % die-
selben Zahlen). Somit erdffnet der Wechsel im Un-
terricht von einer Vierfeldertafel mit relativen Héu-
figkeiten zu einer mit absoluten Haufigkeiten keine
zusétzliche Einsicht oder Losungsstrategie, ganz im
Gegensatz zum Baumdiagramm.

In einem Doppelbaum mit absoluten Haufigkei-
ten lassen sich dariiber hinaus die entsprechenden
relativen Héaufigkeiten (und somit auch bedingten
Wahrscheinlichkeiten) bequem ergénzen; alle Zah-
len (relative und absolute Haufigkeiten) sowie ihre
Beziehungen untereinander sind also auf einen Blick
sichtbar (Abb. 16).

Gelegentlich werden etwas komplexere Abituraufga-
ben gestellt, in denen zusétzlich noch eine Variable
in den Knoten des Hiufigkeitsbaumes eingetragen
werden muss. Aber selbst solche Aufgabenstellungen
lassen sich sehr oft mit den hier vorgestellten Schrit-
ten l6sen (siehe Fortbildung ,,Daten und Zufall: Ein-
fiihrung in den LehrplanPLUS und neue didaktische
Ansitze*, 2017).

6 Ausblick

Situationen zu Objekten mit zwei Merkmalen mit je
zweil Auspragungen lassen sich prinzipiell auf zahl-
reiche verschiedene Arten visualisieren. Im vorlie-
genden Beitrag wurden Vierfeldertafeln (mit Wahr-
scheinlichkeiten oder mit absoluten Haufigkeiten in
den Zellen) und Baumdiagramme (mit Wahrschein-
lichkeiten an den Asten oder mit absoluten Haufig-
keiten in den Knoten) fokussiert und ein Weg aufge-
zeigt, wie fiir viele Aufgabenstellungen ein Haufig-
keitsdoppelbaum konstruiert werden kann.

Leider wird gerade das sehr verstindnisfordernde
Baumdiagramm mit absoluten Héufigkeiten im Un-
terricht oft ,,unterschlagen®. Es gibt allerdings auch
Anlass zur Hoffnung: Im neuen LehrplanPLUS (Bay-
ern) fiir die gymnasiale Oberstufe werden (auf unsere
Anregung hin) nun erstmals auch Baumdiagramme
explizit erwéhnt, in denen absolute Haufigkeiten in
den Knoten eingetragen werden.

Der konkrete unterrichtliche Einsatz des Haufig-
keitsdoppelbaumes wurde bereits von Wassner et al.
(2007) mit Erfolg in der Unterrichtsreihe ,,Authenti-
sches Bewerten und Urteilen unter Unsicherheit fiir
die gymnasiale Sekundarstufe I realisiert. Auch wenn
sich die meisten bisherigen Vorschlidge zum Einsatz
von Haufigkeitsdoppelbdumen auf das Gymnasium
beschrianken, ist auch eine Implementierung an Real-
und Mittelschulen moglich.

Anmerkung

Die Lehrerfortbildung ,,Daten und Zufall: Einfiihrung in
den LehrplanPLUS und neue didaktische Ansétze® mit
zahlreichen weiteren Anwendungsbeispielen kann auf fol-
gender Webseite heruntergeladen werden:

http://www.uni-regensburg.de/mathematik/
didaktik-mathematik/lehrerfortbildungen/index.html

Frauen

Kein
Brustkrebs
90,4%

SEENIEIE

Frauen

Abb. 16: Doppelbaum mit absoluten Haufigkeiten in
den Knoten und relativen Haufigkeiten an den As-
ten.
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